4.4 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

Los angulos que por su funcionalidad se emplean comunmente son 30°, 45° y 60°, a estos se les
conoce como angulos notables. Realiza la siguiente actividad para descubrir cémo obtener el valor
de las razones trigonométricas para los angulos notables.

- Actividad de aprendizaje 25. Razones trigonométricas de angulos notables.

Una técnica sencilla para conocer el valor de las razones trigonométricas de los dngulos notables sin
la necesidad de utilizar una calculadora consiste en el uso de triangulos con medidas especificas
como veremos a continuacién.

1. Para los angulos de 30° y 60° se utiliza un tridngulo equildtero cuyos lados miden 2 unidades
como el que se muestra en la figura 1. Al tridngulo se le divide en dos partes iguales formando dos
triangulos rectangulos como se muestra en la figura 2. Si nos quedamos con uno de los tridngulos
rectangulos como se muestra en la figura 3 podemos ver que este tiene angulos de 30° y 60°, su
base mide 1 unidad, su hipotenusa 2 unidades y su altura V3 unidades (altura calculada usando el
teorema de Pitagoras).

600 30
2 —>
2 /3 2
60° 60° 60°
2 2 1
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Escribe las razones trigonométricas para los angulos de 30° y 60° utilizando las medidas del

triangulo de la figura 3.

sen(30°) = —— sen(60°) = ——
cos(30°) = —— cos(60°) = ——
tan(30°) = —— tan( 60°) = ——

2. Para un dngulo de 45° se utiliza un cuadrado cuyos lados midan 1 unidad como se muestra en la
figura 4. Si dividimos el cuadrado utilizando una diagonal obtendremos dos tridangulos rectangulos
como los de la figura 5. Si nos quedamos con uno de los tridngulos rectdangulos como se muestra en
la figura 6 tendremos el angulo de 45°, una base cuya medida es de 1 unidad, una altura de 1
unidad e hipotenusa con medida de V2 unidades (la hipotenusa se calculé utilizando el teorema de

Pitagoras).
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Escribe las razones trigonométricas para el angulo de 45° utilizando las medidas del triangulo de la
figura 6.

sen(45°) = — cos(45°) = — tan(45°) = —

Como vimos en la actividad anterior las razones trigonométricas para los dngulos notables tienen
unos valores bastante particulares, los cuales son faciles de memorizar si los acomodamos como se
muestra en la siguiente imagen:

Primero escribimos los dngulos notables 0°, 30°, 45°, 60°

0° |30° 45° 60°|90° y 90°, debajo de estos angulos escribimos lo siguiente:

Sen a = \/0 112 3 |4 Para el seno dibujamos una raiz grande y dentro de ella
2 escribimos los nimeros del 0 al 4, después marcamos
\/4 312110 una linea grande debajo de la raiz y debajo de la linea

Cos ¢ = 5 escribimos el nimero 2.
\/0 112 3 Para el coseno dibujamos una raiz grande y dentro de
Tg a = ella escribimos los numeros del 4 al 0, después
\/4 31211 |@ marcamos una linea grande debajo de la raiz y debajo de

la linea escribimos el numero 2.

Para la tangente dibujamos una raiz grande y dentro de ella escribimos los numeros del 0 al 4,
después marcamos una linea grande debajo de la raiz, debajo de la linea dibujamos otra raiz grande
y dentro de ella escribimos los nimeros del 4 al 0.

El valor del seno de cualquiera de los dangulos notables es la raiz del nimero que corresponde a la
columna del angulo a calcular dividido entre 2.

Ejemplo 1: Encuentra el valor de x. | Para resolver este problema utilizamos la razén trigonométrica
del seno ya que el cateto opuesto mide 4 unidades y la
hipotenusa x unidades.

45° X sen(0) =

cateto opuesto

hipotenusa

4
sen(45°) = <

4 Sustituimos el valor de sen(45°) por g
0° |30°| 45°|60°|90° 7
— 2 4
01(1(2 )3 |4 —_—=
Sen a = \/ ( 2 x
2 Al despejar x nos queda (utilizando la regla de tres):
J413]2]1]0 2-4_ 8
= X =—=—
Cos 5 \/E \/E
\/O T2 |3 |4 Para que el resultado no quede en fraccién multiplicamos por
1g & = \/ V2 y dividimos entre V2
4 13| 2

- ¥ 8-vV2 _8VZ_8V2 _

B A A ARG
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El valor del coseno de cualquiera de los dngulos notables es la raiz del nUmero que corresponde a la
columna del dngulo a calcular dividido entre 2.

Ejemplo 2: Encuentra el valor de x.

8
60° X
4
0° |30°| 45°60°| 90°
cong - VO 1|2 3[4
- 2
Cosa:\/4 312(1)0
T o _|¥O[1]2 3[4
£ e alslz]1 0

Para resolver este problema utilizamos la razén trigonométrica
del coseno ya que el cateto adyacente es el lado que mide 8
unidades y la hipotenusa mide x unidades.

cateto adyacente

9) =
cos(®) hipotenusa
8
cos(60°) = —
X
Sustituimos el valor de cos(60°) por g
Vi _ 8
2 x
Al despejar x nos queda (utilizando la regla de tres):
2:8 16 16
X=—m——=—=
V1 1

El valor la tangente de cualquiera de los angulos notables es el cociente de las raices de los
numeros que corresponden a la comuna del angulo a calcular.

Ejemplo 3: Encuentra el valor de x.

6
30°
X
2 4
0° |30°| 45°|60°|90°
SenazJo 12 3 |4
2
Cosa:J4 3 22 10
Tgaz\/o_ﬁ\z 3 |4
J4\3}2 1/0

Para resolver este problema utilizamos la razén trigonométrica
de la tangente ya que el cateto adyacente es el lado que mide 6
unidades y el cateto opuesto es el que mide x unidades.

cateto opuesto

tan(0) =
©® cateto adyacente

x
tan(30°) = Z

Sustituimos el valor de tan(30°) por %
VI ox
V3 6
Al despejar x nos queda (utilizando la regla de tres):
6-v1 6-1 6
X=—=s— = —
3 3 V3

Para que el resultado no quede en fraccién multiplicamos por
\/§y dividimos entre v/3

6-V3 _6V3_6V3 _

“GB w3

X
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- Actividad de aprendizaje 26. Triangulos notables

Encuentra el valor de x para cada uno de los tridngulos utilizando los valores de las razones
trigonométricas para los angulos notables y encuentra el camino desde el inicio a la meta.
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4.5 LEYES DE SENOS Y COSENOS

Las leyes de senos y cosenos se resolver problemas con tridngulos oblicudngulos, a los tridngulos
gue no son rectangulos se llaman oblicuangulos.

Consideremos el triangulo ABC que se muestra en la siguiente figura, con angulos A, By C y con
lados opuestos a, b y ¢ respectivamente. Si conocemos la longitud de un lado y otras dos partes del
triangulo, podemos encontrar las tres partes restantes utilizando las leyes de senos y cosenos:

Ley de senos:

a b o
A senA senB senC
Ley de cosenos:
c
b a? = b? 4+ c? — 2bc - cosA
B (] a=\/b2+cz—2bccosA
C
a

b=\/a2+cz—2accosB

c=\/a2+b2—2abcosC

NOTA: Recuerda que la suma de sus angulos internos de un tridngulo siempre es igual a 180°.

Ejemplos:
1. Encuentra la medida del lado b y de los angulos Ay C del siguiente triangulo.

Aplicando la ley de senos tenemos:
a b c

senA senB senC

Al utilizar una parte de la ley:

b o
sen B sen(C
5 7

sen (30°) “sencC
Despejando senC tenemos (utilizando la regla de tres):

7 - sen (30°)
senC = ——
5
senC = 0.7

Aplicando la razén trigonométrica inversa arcoseno tenemos el valor del angulo C:
C =sin~1(0.7) = 44.427°

Para encontrar el angulo A debemos de restar a 180° las medidas de los angulos By C
A=180°-B—-C
A = 180°—30°—44.427° = 105.573°

Para encontrar la medida del lado a podemos utilizar la ley de senos y también la ley de cosenos
como se muestra a continuacion:
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Ley de senos Ley de cosenos

a _ b a=\/b2+c2—2bccosA
senA senB
a 5 a =/5%2+72 -2 (5)(7) cos(105.573°)
sen (105.573°)  sen (30°) a=9632cm

Despejando a (utilizando la regla de tres)

__ 5'sen (105.573°) __
i rr—— 9.632cm

- Actividad de aprendizaje 27. Tridngulos oblicuangulos
Resuelve los siguientes tridngulos oblicuangulos:

B=85°

A b=3,8cm  C=60° A b C

AB=45m

b=37.5cm

AC=52m

a=6cm a=25.5cm

CYNTHIA PATRICIA GUERRERO SAUCEDO 75



4.6 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
En la rama de la trigonometria, se le llama identidades trigonométricas a la serie de relaciones o
igualdades que existen entre las funciones trigonométricas.

Clasificacion Identidad trigonométrica Despejes
1
senf = H
senf-cscO =1 1
cscl =
sen 0
0 1
Identidades COSY = Secd
. cosf-secf =1 1
reciprocas:
secO =
cos @
1
tan g = ?
tanf -cotd =1 col
cotl =
tan 0
tand -cosO = sen 6
sen @
tan@ = 7 g = sen
Identidades por cos COSY = Gane
cociente cotf -senf = cosf
cos @
cot@ = cos @
sen @ sen g =
cotd
2 g 29— 1 sen?8 =1 —cos? 6
sen” o +cos” 6 = cos?0 =1 —sen?6
Identidades o 1 =sec’§ —tan®6
pitagoricas 1 +tan®6 = sec” 6 tan? 6 = sec? 6 —1
) 24 2 g 1 = csc? 6 —cot? 6
+ ot 6 = csc cot?0 =csc?0 -1

Ejemplo 1: simplificar las siguientes expresiones

Como regla general, el primer paso para simplificar una expresién trigonométrica es que aparezcan
solo senos y cosenos. Esto lo consigues utilizando las formulas que relacionan las distintas razones
trigonométricas como veremos a continuacion.

a) sen36 + (senf)(cos?8)

= senf(sen?d + cos?0)
= senf(1)
= senf

b) secO — (secO)(sen?0)
= secH(1 — sen?0)
= secH(cos?0)
1

— 2
o (cos“0)

= cos0
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c) sen?@-sec?0 — sec?0
= sec?0(sen?d — 1)
= sec?0(—cos?0)

1
= — 2 = -1
cosze( c0s?*0)

d) tand +( cosh )

1+sen@
_ send 4 cos@
" cosO 1+ send

_ senf(1 + senf) + cos?6
B cosf(1 + senf)

_senf + sen?8 + cos?6
~ cosO(1 + senb)

_ senf + 1
"~ cos@(1 + senh)

B 1
" cos6

= secl

Ejemplo 2: Comprobar las identidades trigonométricas

a) tana + cota = seca csca
sena cosa

=seca-csca
cosa sena
sen? a - cos? a
=seca-csca
cosa - sena
1
=seca-csca

cosa -sena
Seca -Csca = seca-csca

= sen? 0 - cos? 6 + cos* 6

b)

sec? 6

= cos? @ (sen? 0 + cos? 0)

sec?0
— 2
socZg — 08 6 (1)
1 B 29
sec?6 cos
1 B 1
sec?0 sec?8
c) cotf-secd =cscl
cos@ 1 _ p
senf cos@ ese
1
= 7]
sen @ ese

cscH = cscO
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- Actividad de aprendizaje 28. Identidades trigonométricas
1. Simplifica las siguientes expresiones:

sen 6

a)cosO + p—

b) cos® 0 + sen? 0 - cos

1-cos?6

cos26

c)

2. Comprueba las identidades trigonométricas:

a)cotfOsechsinfd =1

b) csc —sinf@ = cot - cos O

c)tanf -senf + cos O = secH

d) cosd =secH —senf -tan 6
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